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C©u I. XÐt hµm 4 3y x px q= + + , 
 3 2 2y' 4x 3px x (4x 3p)= + = +  
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Qua b¶ng xÐt dÊu, ta thÊy  
43p 256q 27pM y

4 256
− − = = 

 
 lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè.  

Tõ ®ã y(x) ≥ 0,  ∀x ⇔ 4M 0 256q 27p≥ ⇔ ≥ . 
C©u II. 

1)  0 A,B,C
2
π

< < ,  A + B + C = π  ⇒ tg(A + B) = tg (π − C) = −tgC 

⇔  
tgA tgB tgC
1 tgAtgB

+
= −

−
 

⇒ P = tgA tgB tgC = tgA + tgB + tgC. 

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho 3 sè d−¬ng tgA, tgB, tgC, ta cã   ≥ 3P 3 P  ⇔  P 3 3≥ . 

VËy min P 3 3=  khi tgA = tgB = tgC (A B C )
3
π

= = = . 

2) Ph−¬ng tr×nh (1) cã thÓ viÕt l¹i : cosx = 1 + cos2x hay cosx (2cosx − 1) = 0 
(chó ý : 2cosx cos2x = cos3x + cosx ). 

Tõ ®ã cã a) cosx = 0,  b)  
1cosx
2

= . 

B©y giê xÐt (2). Dïng c«ng thøc gãc nh©n ®«i vµ nh©n ba vµ ®Æt 
cosx = t (−1 ≤ t ≤ 1) th× ta ®−îc 

2t[4t 2(2 a)t (a 3)] 0+ − + − =   (3) 

§Ó (1) t−¬ng ®−¬ng víi (2) th× (3) ph¶i cã hai nghiÖm 1t 0= , 2
1t
2

= , ngoµi ra nÕu (3) cã 

nghiÖm 3t  n÷a th× hoÆc 3t 0=  hoÆc 3
1t
2

=  hoÆc 3t  kh«ng thuéc kho¶ng [-1, 1 ] . DÔ thÊy 

r»ng víi ∀ a, (3) lu«n cã nghiÖm 1t 0= , 2
1t
2

=  vµ 3
a 3t

2
−

= . NÕu cho 3t 0=  th×  ®−îc 

 a = 3, nÕu cho 3
1t
2

=  th× ®−îc a = 4. NÕu buéc 3t 1< −  th× ®−îc a < 1, nÕu buéc 3t 1>  th× 

®−îc a > 5. VËy muèn (1) vµ (2) t−¬ng ®−¬ng th× a < 1 hoÆc a = 3 ; 4 hoÆc a > 5. 

C©u III. 

1) Ta cã (®iÒu kiÖn lµ x > 0 ) : 

( )= =
2 66 6 6

log xlog x log x log x6 6 x . 

V× vËy nÕu ®Æt 6log xt x=  th× cã 2t ≤ 12 ⇒ 0 < t ≤ 6,hay  

6log xx 6≤  ⇔  2
6(log x) 1≤  ⇔ 6

11 log x 1 x 6
6

− ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 
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2) §iÒu kiÖn: x ≥ 1. §Æt t 3x 2 x 1= − + −  ta cã ph−¬ng tr×nh ®· cho trë thµnh 

2t t 6 0− − =  ⇔ 
t 2
t 3
= −

 =
. 

ChØ cã t = 3 tháa m·n, tõ ®ã 

3x 2 x 1 3− + − =  

⇔ 
2

x 1

3x 5x 2 6 2x

≥


− + = −
  ⇔  2

1 x 3

x 19x 34 0

≤ ≤


− + =
 

⇔ x = 2 
 



C©u IVa. 1) §iÓm (x , y) kh«ng thuéc bÊt cø ®ûêng th¼ng nµo cña hä, nÕu kh«ng tån t¹i a sao cho

(x - 1)cos α + (y - 1) sin α = 4, (1)

nãi c¸ch kh¸c nÕu phû¬ng tr×nh l îng gi¸c (1) (®èi víi a) kh«ng cã nghiÖm : ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ

(x - 1)2 + (y - 1)2 < 42 = 16.

VËy tËp hîp ph¶i t×m lµ phÇn trong cña h×nh trßn (C) cã t©m (1 , 1) vµ b¸n kÝnh R = 4.

2) Ta h·y chøng tá r»ng hä ®ûêng th¼ng ®· cho lu«n lu«n tiÕp xóc víi ®ûêng trßn (C) : muèn vËy, ta chøng minh r»ng

kho¶ng c¸ch d tõ ®iÓm (1 , 1) ®Õn ®ûêng th¼ng b»ng 4. ThËt vËy

d =
|(1 - 1)cos + (1 - 1)sin - 4|α α

α αcos sin2 2+
= 4.

C©u IVb. 1) H×nh cÇu tiÕp xóc víi c¸c c¹nh cña tø diÖn ®Òu, do ®ã t©m h×nh cÇu ph¶i n»m trªn giao tuyÕn cña ba mÆt

ph©n gi¸c cña c¸c gãc nhÞ diÖn cã ®iÓm chung ë ®Ønh cña tø diÖn. Giao tuyÕn nµy chÝnh lµ mét ®ûêng cao cña tø diÖn

(h¹ tõ ®Ønh cña gãc tam diÖn ®ã). Ch¼ng h¹n t©m O cña h×nh cÇu n»m trªn ®ûêng cao AO1. XÐt tam gi¸c vu«ng AO1B

cã AO1 lµ ®ûêng cao, AB lµ c¹nh cña tø diÖn, O lµ t©m cña h×nh cÇu. OE lµ b¸n kÝnh h×nh cÇu. DÔ thÊy E lµ trung
®iÓm cña AB (h×nh cÇu tiÕp xóc víi c¸c c¹nh cña tø diÖn t¹i trung ®iÓm cña chóng). Tam gi¸c AEO vµ AO1B ®ång
d¹ng, do ®ã cã:

OE

O B
=

AE

AO
; O B =

a

3
; AE =

a

21 1

1
;

AO1 = AB - O B = a -
a

3
=

a 6

3

2

1

2 2

2

.

Do ®ã : R =
AE .O B

AO
=

a

3
.

a

2
.

3

a 6
=

a 2

4

1

1

.

2) Theo c«ng thøc Hªr«ng vÒ diÖn tÝch cña tam gi¸c ta cã:

S = (
a + b + c

2
)(

a + b - c

2
)(

a - b + c

2
)(

b + c - a

2
)

1

2





; (1)

tÊt c¶ c¸c thõa sè ®Òu dû¬ng (tæng hai c¹nh cña mét tam gi¸c bao giê còng lín h¬n c¹nh thø ba), v× thÕ ta ¸p dông bÊt
®¼ng thøc C«si (n = 3) cho tÝch (a + b - c)(a - b + c)(b + c - a).
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§Æt x = a + b - c ; y = a + c - b ; z = b + c - a ta cã: xyz �
(x + y + z)3

27
.

Do ®ã : 4S = (a + b + c)(a + b - c)(a - b + c)(b + c - a) �

� (a + b + c)
(a + b + c)

27
=

(a + b + c)

3 3

3 2

.

BiÕt (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac �

� a2 + b2 + c2 + (a2 + b2) + (b2 + c2) + (c2 + a2) = 3(a2 + b2 + c2),

vËy 4S �
(a + b + c)

3 3

3(a + b + c )

3 3

2 2 2 2

≤ =
a + b + c

3

2 2 2

hay a
2 + b2 + c2

� 4S 3.

DÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c.
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